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آموزشى

كمي  وسيع تر
       فكر كنيم!

حسین قاسم  دامغاني
دانشجوي کارشناسي مهندسي پزشکي دانشگاه امیرکبیر

همیشه با خود فکر مي کردم که کشف روابط ریاضیاتي کار بسیار سختي است و با پیشرفت هایي که در زمینة علوم ریاضي انجام 
شده است، دیگر جایي براي خلق مطلبي نوین، به خصوص براي یك دانش آموز، وجود ندارد؛ به ویژه به دلیل آنکه مطالبي که تا سطح 
متوســطه به ما مي آموزند، در مقابل علم امروز بسیار ابتدایي هســتند. در این راه اما قدم برداشتم تا بلکه بتوانم در مسیر افزودن

 به این علم موفق شوم و به نتایج جالبي رسیدم.

اشاره

 کلیدواژه ها   واسطه هندسي، واسطه حسابي، اتحاد، مربع کامل                                                                                  

تلاش هاي ناکام، اما آموزنده
در دبستان توجهم به ضرب عددها در 5 جلب شد. 
وقتي داریم: 20=5*4، رابطة خاصي بین دهگان حاصل 
و یکان ضریب 5 وجود دارد و نصف آن اســت! رقم هاي 
زوج دیگر را نیز امتحان کردم و از کشــف خود بســیار 
خوش حال شــدم! به ســراغ رقم هاي فرد رفتم و دیدم 

که درســت است که دهگان آن، دقیقاً نصف آن نیست، 
اما وقتي داریم 35=5*7، این معادله هم برقرار اســت: 
=/ . پس به طور کلي نتیجه گرفتم: براي اینکه 

7 3 5
عدد را ســریع تر در 5 ضرب کنم، کافي است اول نصف 2

آن را حساب کنم، سپس آن را در 10 ضرب کنم )چرا 
که نصف کــردن یک عدد از 5 برابر کردن آن بســیار 

روند كشف
 روابط گسترده تر
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ساده تر اســت و 10 برابر کردن هم اصلًا به فکر کردن 
نیازي ندارد!(. اما به زودي متوجه شدم که کمي جلوتر 

خود کتاب به این موضوع اشاره کرده است!
در دوران راهنمایي با فرمول جمع عددهاي پشــت 

سر هم آشنا شدم که چنین بود: 
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و به ذهنم خطور کرد که جمع عددهاي فرد پشت سر 
هم چگونه خواهد بود )چــرا عددهاي فرد؟ زیرا جمع 
عددهاي زوج، دو برابر جمع عددهاي پشــت ســر هم 
خواهد بود و رابطة جدیدي ندارد.( پس با خودم حساب 

کردم:
1+3=4
1+3+5=9
1+3+5+7=16
...

 و با پدیدة جدیدي آشــنا شدم: جمع آن ها عددهاي 
مربع کامل بــود که البته کتاب جبــر و احتمال آب 
پاکــي را روي دســتم ریخت که رابطــه اي معروف و 

چنین است:
n

i

( i ) n
=

− =∑ 2

1
2 1  

جرقه اي نو
از ســال اول متوســطه که با اتحادها آشنا شدم، به 
دنبال این بودم که اتحــادي جدید از خودم ارائه بدهم. 
تا اینکه در ســال پیش دانشگاهي، روزي مي خواستم به 
یاد بیاورم که براي هر دو عدد حقیقي مثبت نامســاوي، 
واسطة حســابي آن ها بزرگ تر است یا واسطة هندسي. 
پس خواستم براي خودم مثالي بیاورم که البته محاسبة 
ذهني آن بســیار راحت  باشــد، پس بایــد دو عددي را 
انتخاب مي کردم که هم جفتشــان مربع کامل باشــند 
)تا واســطة هندسي راحت محاسبه شود( و هم  اینکه یا 
جفتشان فرد باشند یا جفتشان زوج )تا واسطة حسابي 
راحت محاسبه شود(. پس 1 و 9 را انتخاب کردم و دیدم:
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به یاد آوردم که واســطة حسابي همیشه بزرگ تر 
خواهد بود، اما چیز دیگري نظر مرا جلب کرد: واســطة 
حســابي و هندسي درست یک واحد قبل و بعد عددي 

مربع کامل )4( بودند:
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دو عدد 9 و 49 را هم انتخاب کردم تا ببینم چنین 
چیزي اتفاق مي افتد یا خیر:
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این بار نتیجه مرا شــگفت زده کــرد. زیرا عددهاي 
حاصل شــده، 4 واحد قبل و بعــد از مربع کاملي )25( 

بودند و خود 4 نیز مربع کامل بود:
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در مــورد کمتر بودن از مربع کامل به اتحاد مزدوج 
رسیدم:

   
y x (y x)(y x)− = − +2 2

اما براي بیشــتر بودن از مربع کامل، ســعي کردم 
رابطه اي میان آن ها پیدا کنم و از روي الگوي محاسبات 

به این اتحاد رسیدم:

(x y) (x y)x y − + +
+ =

2 2
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2

 y=2 :و در مثال دوم  x=2 و y=1 :کــه در مثــال اول
. x=5 و

این اتحاد جدیدي نیســت، اما ســعي کردم با تعمیم 
دادن آن، به اتحادي »واقعاً جدید« برســم. یا به عبارت 

هميشه با خود فكر 
مي كردم 

با پيشرفت هايي كه 
در زمينة علوم رياضي 

انجام شده است، 
ديگر جايي براي 

خلق مطلبي نوين، 
به خصوص براي

 يك دانش آموز، 
وجود ندارد!
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دیگر، سعي کردم وسیع تر فکر کنم! پس کوشیدم مخرج 
کســر معادله را در دل یک متغیــر جدید جاي بدهم. 
با جاي گذاري  z  به جــاي 2، قطعاً به یک اتحاد جدید 
نمي رســیم، اما مي تواند در سه متغیره کردن این اتحاد 

به ما کمک کند. با جاي گذاري داریم:

(x y) (x y)x y
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قاعدتاً اگر z=2 باشد، شرایط معادله ارضا مي شود، 
اما به دنبال حذف این شــرایط هســتیم. پس باید در 
ضرایــب yها و x ها تجدیدنظر کنیــم. اما باید در نظر 
بگیریم که در نهایت با جاي گذاري 2 به جاي z به اتحاد 

اولیه مان برسیم.
ضریب y2  در ســمت چپ معادله، z است، اما اگر 
 z را به وســیلة )x-y(2 و )x+y(2 در y بخواهیم ضرایب
تغییر بدهیم، در نهایت ضریب z2  تولید مي کنند. پس 
باید در سمت راســت معادله هم این را ایجاد کنیم. از 
الان به بعد براي ملموس تر بودن ضرایب ســمت چپ 
و راســت معادله، z مخرج را در دو طرف معادله ضرب 
مي کنیم. بعد از آن ضریب y2  در ســمت راست معادله 
  z(z )−1 را که 1 است، با z-1 جاي گذاري مي کنیم تا 

ایجاد z2  بکند.

z(x (z )y ) (x y) (x y)
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بسیار خب، حال براي اینکه z را وارد سمت راست 
معادله کنیم، ابتدا همان ضریب y2  را دستخوش تغییر 
مي کنیم. ابتــدا در y+x(2(  ضریب y را به z-1 تبدیل 

مي کنیم تا نتایج را مشاهده کنیم:
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، z z z z− = + − +2 21 2 1  از آنجــا کــه بایــد: 
پــس:z-1=1 که باید آن 1 مناســب را پیــدا کنیم تا 
 1 ، )x-y(2 جاي گذاري مناســب را انجام دهیم. ضریب
اســت و همان 1، داخل پرانتز ضریب y2 مشهود است. 

 z-1 را به )x-y(2 پــس به عنوان تغییر بعدي، ضریــب
تغییر مي دهیم:

z(x (z )y ) (z )(x y) (x (z )y)

zx (z z)y zx (z z z )y
( z z )xy
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حال تمام ضرایب درست سر جاي خودشان هستند 
و شــرط  z=2 براي برقراري این معادله برداشــته شد. 

اکنون اگر بنویسیم: 
z(x (z ) y ) (z )(x y) (x (z )y )+ − = − − + − −2 2 2 21 1 1

آن گاه به ازاي تمامي مقادیر z )و x و y( این معادله 
برقرار است. پس این یک اتحاد است. از آنجا که z-1 در 
 z+1 این اتحاد بســیار دیده مي شود، اگر با تغییر متغیر
z →  آن را زیباتر کنیم، اتحاد جبري ما به این صورت 

خواهد بود:
(z )(x zy ) z(x y) (x zy)+ + = − + +2 2 2 21

به یاد نیز داریم که با جا ي گذاري شــرط اولیه مان، 
یعنــي z=2 → z=1 )تغییر متغیرمــان را که فراموش 

نکرده اید؟!( به اتحاد اولیه مان مي رسیم:

(x y) (x y)x y − + +
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سخن نهایي
پس آن قدر هم کشــف روابط ریاضي سخت 
و دشــوار نیســت. مهم هم نیست که قبلًا کشف 
شده اند یا خیر یا این خود زیرمجموعة یک اتحاد 
بسیار جامع تر است یا خیر. مهم این است که شما 
با اندیشة خود به آن رسیده باشید. قطعاً هم تمام 
روابط جدیدي که در ریاضي کشــف مي شوند و 
مانند قضیة فیثاغورس و قضیة اویلر، دنیا را تغییر 
مي دهند، از همین اندیشــه و وسیع فکر کردن ها 
شروع مي شوند. بنابراین از کشف روابط ریاضیاتي 
ناامید نشــوید و به جســت وجو، کاوش و بازي با 

متغیرها ادامه دهید!


